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A mate´ria escura continua sendo um desafio para a F´ısica, uma vez que ela na˜o e´ detectada
nem existe um modelo teo´rico que possa prever de maneira clara a sua existeˆncia. No
entanto, ela e´ necessa´ria tendo em vista que as curvas planas de rotac¸a˜o de gala´xias so´ sa˜o
compreendidas pela imposic¸a˜o a` forc¸a de sua existeˆncia. Por outro lado, na de´cada de 1980
foi proposta uma modificac¸a˜o da gravitac¸a˜o (MOND) de tal maneira que na˜o seria necessa´rio
impor uma componente na˜o-vis´ıvel. Em 2004 Bekenstein propoˆs o TeVeS, a mais completa e
bem sucedida teoria da famı´lia MOND. Contudo, tanto as teorias da famı´lia MOND quanto
o postulado da mate´ria escura possuem pontos fortes e fracos.
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The dark matter keeps as a challenge for Physics, since it is not detectable and there is
not a theoretical model which preview its existence in a undoubtedly way. However, the
dark matter is necessary as the plane curves of the galaxy rotations only be understood
when this hypotheses is takes into account for. On the other hand, in the 1980s, a change
in gravitation (MOND) was proposed in a way that it would not be necessary to impose
an invisible component. In 2004 Bekenstein proposed TeVeS, a more complete and very
detailed theory of the MOND family. However, as much as theories of the MOND family as
the postulate of dark matter has strengths and weaknesses.
Key-words: Dark Matter; TeVeS; MOND.
I. INTRODUC¸A˜O
Ao longo dos tempos muitas tentativas sur-
giram no intuito de compreender e explicar os
movimentos celestes, mas foi Newton que a-
presentou a primeira teoria se´ria de gravitac¸a˜o
a qual poderia fazer diversas previso˜es em
pleno acordo com a experieˆncia. No entanto,
observou-se gradualmente que tambe´m havia
va´rios fenoˆmenos que o modelo Newtoniano
se mostrava incapaz de explicar. No in´ıcio
do se´culo XX, Einstein propo˜e a Relatividade
Geral que e´ uma teoria de gravitac¸a˜o muito
mais robusta que a formulada por Newton.
A teoria obteve grande sucesso por estar em
acordo com va´rios experimentos. Va´rios outros
modelos surgiram nos u´ltimos 100 anos a fim de
generalizar a relatividade geral ou ate´ mesmo
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confronta´-la. O modelo padra˜o ΛCDM con-
siste em adicionar uma constante cosmolo´gica
a` equac¸a˜o de Einstein original. O modelo e´ de
grande aceitac¸a˜o, pois e´ capaz de prever a ace-
lerac¸a˜o do universo a partir de um efeito anti-
gravitacional promovido pela constante cos-
molo´gica.
A constante cosmolo´gica e´ responsa´vel por
uma forc¸a repulsiva proporcional a` distaˆncia
ao contra´rio da gravitacional, e por isso e´
capaz de acelerar o universo. Segundo da-
dos da anisotropia da radiac¸a˜o de fundo e de
supernovas tipo Ia, a mate´ria contribui com
Ωm = 0.25, e a energia escura com ΩΛ =
0.75. Apesar de suas vantagens, o modelo a-
presenta tambe´m pontos fracos, como por e-
xemplo, o valor predito para a constante cos-
molo´gica e´ cerca de 10123 vezes o valor obser-
vado (Λ/8piG) ≈ 10−47GeV 4. Um valor pe-
queno de Λ garante que o universo comec¸ou a
acelerar recentemente, dando origem ao proble-
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ma da coincideˆncia. Ale´m do mais uma quan-
tidade de mate´ria escura fria (CDM) nunca foi
detectada.
Em 2004 [1], Bekenstein apresenta uma teo-
ria mais complexa que as escalares tensoriais.
Trata-se de uma teoria relativ´ıstica que se re-
duz no seu limite na˜o-relativ´ıstico a` dinaˆmica
Newtoniana quando as acelerac¸o˜es das estrelas
nas periferias das gala´xias sa˜o muito maiores
do que a0 ≈ 10−8cm/s2, e ao MOND quando
as acelerac¸o˜es sa˜o bem menores do que a0.
A teoria, que e´ chamada TeVeS e significa
Tensor Vector Scalar, possui ale´m do tensor
me´trico, dois campos escalares e um vetorial. A
teoria tambe´m faz previso˜es corretas a respeito
do desvio da luz pelas gala´xias, se for levado em
conta apenas a mate´ria luminosa. Pore´m, ela
tambe´m parece necessitar de um acre´scimo de
uma quantidade de mate´ria escura nos aglom-
erados de gala´xias. Na sec¸a˜o 2 e´ apresentado
o conceito de mate´ria escura com uma abor-
dagem da lei de Tully-Fisher. Em seguida, na
sec¸a˜o 3, e´ feita a apresentac¸a˜o do modelo con-
corrente, o MOND. Na sec¸a˜o 4, as teorias da
famı´lia MOND sa˜o discutidas para, em seguida,
tratar das transformac¸o˜es disformes na sec¸a˜o 5.
Finalmente, na sec¸a˜o 6 discuto os fundamentos
do TeVeS de maneira que permita, na sec¸a˜o 7,
a apresentac¸a˜o de uma discussa˜o e comparac¸a˜o
entre o MOND e a mate´ria escura.
II. MATE´RIA ESCURA
Por mais de sete de´cadas [2] a mate´ria
escura tem sido postulada para explicar as
grandes velocidades de part´ıculas (estrelas e
gases) na periferia das gala´xias (formando uma
curva de rotac¸a˜o plana a poucos kiloparcecs
do centro, onde 1ps ≈ 3 anos-luz), mantendo
para isso a gravitac¸a˜o Newtoniana intacta. A
noc¸a˜o de mate´ria escura vai desde sistemas
constitu´ıdos por gala´xias ana˜s esfero´ides com
massa aproximadamente de 107 massas solares
ate´ grandes agrupamentos de gala´xias deten-
toras de massa na faixa de 1014 massas solares
[1, 3].
De acordo com as medidas de supernovas
tipo IA e da anisotropia da radiac¸a˜o de fundo,
cerca de 1/3 da densidade de energia do uni-
verso deveria estar na forma de mate´ria escura
e barioˆnica e os outros 2/3 em um universo
plano seria devido a uma componente pouco
conhecida denominada energia escura.
Em um universo plano, a contribuic¸a˜o da
densidade de energia da mate´ria barioˆnica se-
ria aproximadamente 5% e a da na˜o-barioˆnica
25%. A maior parte da mate´ria na˜o vis´ıvel
estaria na forma na˜o-barioˆnica. Inicialmente
supoˆs-se que toda mate´ria escura estaria na
forma de neutrinos, entretanto hoje e´ sabido
que isso na˜o seria poss´ıvel se sua massa estiver
em torno de 0.05 eV; neste caso a raza˜o entre
a densidade de energia dos neutrinos e a den-
sidade de energia total do universo para cur-
vatura nula e´ dado por Ων = (ρν/ρc) ≈ 10−3 .
Se a mate´ria escura fosse composta de neutri-
nos apenas, a massa dos neutrinos deveria estar
em torno de 30− 70 eV para valores razoa´veis
da constante de Hubble. Experimentos realiza-
dos por Mains e Troisk mostraram que o limite
ma´ximo para a massa dos neutrinos seria de
aproximadamente 2.2− 2.5 eV. Por este ponto
de vista, os neutrinos na˜o poderiam ser a com-
ponente dominante da mate´ria escura.
Historicamente a ide´ia de mate´ria escura
surgiu em 1933 quando Zwicky [4] percebeu que
as velocidades das gala´xias individuais dentro
do aglomerado de Coma era grande, e este aglo-
merado so´ poderia estar gravitacionalmente li-
gado se a massa total do aglomerado fosse supe-
rior a` soma das massas das gala´xias individuais.
Parte da mate´ria na˜o luminosa nos aglomera-
dos de gala´xias estaria em torno das gala´xias,
regia˜o denominada halo, enquanto que outra
parte estaria distribu´ıda em outras regio˜es.
Ao se observar o gra´fico da velocidade de
uma part´ıcula teste (estrela) em func¸a˜o de sua
distaˆncia ao centro da gala´xia (geralmente es-
piral), gra´fico tambe´m chamado de curva de
rotac¸a˜o, percebe-se que ao inve´s da veloci-
dade decair nas regio˜es onde a luz emitida
pela gala´xia cessa, ela se torna aproximada-
mente constante. Isso so´ poderia ser poss´ıvel
caso fosse postulado a existeˆncia de uma com-
ponente invis´ıvel de mate´ria, com caracter´ıs-
ticas diferentes da barioˆnica. Por exemplo, a
massa barioˆnica e´ proporcional ao cubo do raio,
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mb(r) ∝ r3, admitindo a densidade constante,
enquanto que a massa na˜o-barioˆnica seria pro-
porcional ao raio mD(r) ∝ r, a fim de explicar
as curvas planas de rotac¸a˜o de gala´xias. Na˜o se
sabe quase nada a respeito desta componente,
e existem modelos que preferem mudar a gravi-
dade e manter apenas a mate´ria luminosa das
gala´xias.
A distribuic¸a˜o da mate´ria escura nas
gala´xias e nos aglomerados de gala´xias e´ bem
diferente. Nas gala´xias a mate´ria escura au-
menta proporcionalmente com a distaˆncia ao
centro. Nos aglomerados de gala´xias, a me-
dida do forte desvio da luz por estes aglome-
rados indica que neles a mate´ria escura esta´
fortemente concentrada em uma regia˜o cen-
tral de raio aproximadamente igual a 0.2 a 0.3
Mpc. A mate´ria na˜o luminosa tambe´m pode
ser composta por mate´ria barioˆnica na˜o de-
tectada, ja´ que podem existir estruturas como
planetas gigantes e estrelas afastadas que na˜o
seriam capazes de emitir quantidade de luz su-
ficiente para serem observadas. Uma carac-
ter´ıstica da mate´ria escura na˜o-barioˆnica, e´ que
ela na˜o interage com as ondas eletromagne´ticas
e, por isso na˜o pode ser detectada observando
fo´tons nas va´rias frequeˆncias. A maior parte da
mate´ria barioˆnica nos aglomerados de gala´xias
esta´ na forma de gases quentes emitindo raio
X. Contudo, nenhuma evideˆncia direta foi en-
contrada para supor a existeˆncia de mate´ria
escura, apesar dos inu´meros esforc¸os. A pos-
tulac¸a˜o da mate´ria escura visa manter a rela-
tividade geral intacta para explicar as lentes
gravitacionais e reproduzir as curvas planas de
rotac¸a˜o de gala´xias.
A. Lei de Tully-Fisher
A lei de Tully-Fisher afirma que a luminosi-
dade do disco da gala´xia perto do infravermelho
(banda H) LH e´ proporcional a` quarta poteˆncia
da velocidade de rotac¸a˜o na regia˜o plana da
curva (plateau) [3, 5]:
LH ∝ V 4c . (1)
O fator de proporcionalidade e´ constante den-
tro de cada classe morfolo´gica de gala´xia [1].
Para gala´xias espirais, este fator esta´ rela-
cionado a` raza˜o (M/L) ≈ 10 − 20 (M/L)
[1], onde M e L correspondem a` massa e lu-
minosidade solar respectivamente, sendo que a
massa luminosa de um gala´xia t´ıpica gira em
torno de 1011M. Esta versa˜o da lei de Tully-
Fisher so´ foi estabelecida apo´s o MOND ser
enunciado [1], e a luz infravermelha de uma
gala´xia prove´m em sua maior parte de estrelas
ana˜s frias que correspondem a` maior parte da
massa da gala´xia. Surge tambe´m uma relac¸a˜o
de proporcionalidade entre M (massa vis´ıvel da
gala´xia) e LH . A lei de Tully-Fisher tambe´m
pode ser enunciada atrave´s da relac¸a˜o entre a
velocidade da part´ıcula teste no plateau (regia˜o
plana) Vc e a massa barioˆnica M da gala´xia ge-
radora do campo [5]:
M ∝ V 4c . (2)
Devido a luminosidade ser proveniente da
mate´ria vis´ıvel, e a velocidade na regia˜o plana
ser mais fixada pelo halo no modelo de mate´ria
escura, enta˜o a lei de Tully-Fisher requer um
ajuste fino entre os paraˆmetros do halo (como
velocidade de dispersa˜o) e os paraˆmetros do
disco vis´ıvel [1].
A Eq.(2) e´ uma relac¸a˜o entre a massa vis´ıvel
e a velocidade de rotac¸a˜o no plateau, que e´ dev-
ido aos efeitos desta componente vis´ıvel. Nesta
relac¸a˜o e´ a mate´ria vis´ıvel que fixa a velocidade
de rotac¸a˜o na regia˜o plana. No entanto, se hou-
ver presenc¸a de mate´ria escura, a mate´ria lu-
minosa na˜o seria a u´nica responsa´vel pelos val-
ores das velocidades na curva de rotac¸a˜o e, por-
tanto a lei de T.F. perderia seu sentido. Pore´m,
a lei de Tully-Fisher e´ uma lei segura, e por
isso um ajuste fino e´ necessa´rio a fim de tentar
conciliar a postulac¸a˜o da mate´ria escura com
sua formulac¸a˜o. Contudo, um ajuste fino na
regia˜o de transic¸a˜o entre os efeitos do disco e
do halo implica no aparecimento de um calombo
na curva de rotac¸a˜o, o qual na˜o e´ observado.
Novamente, outro ajuste fino e´ necessa´rio para
evitar o calombo formado [5].
A lei emp´ırica de Tully-Fisher e´ uma cor-
relac¸a˜o bem afiada. Ela tambe´m forma a base
para um dos me´todos mais seguros nas medidas
de distaˆncias de gala´xias espirais [1]. Portanto,
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do ponto de vista da mate´ria escura, a lei de
Tully-Fisher e´ um miste´rio [1, 5].
III. PARADIGMA MOND
Uma maneira alternativa de compreender
o problema das curvas planas de rotac¸a˜o de
gala´xias, sem invocar a presenca de mate´ria
escura em volta das gala´xias, e´ o de alterar
a gravidade Newtoniana. Os primeiros mode-
los emp´ıricos enfatizavam uma modificac¸a˜o da
gravitac¸a˜o em largas escalas, mas Milgrom [3]
demonstrou que para um modelo ser consis-
tente, a modificac¸a˜o deveria ocorrer a partir de
uma escala acelerac¸a˜o e na˜o a partir de uma
escala distaˆncia. A primeira proposta satis-
fato´ria, na forma de uma lei emp´ırica, em modi-
ficar a dinaˆmica Newtoniana foi feita por Mil-
grom no in´ıcio dos anos 80 e ficou conhecida
como MOND (Modified Newtonian Dynam-
ics), na qual a dinaˆmica Newtoniana deve ser
modificada nas regio˜es onde a acelerac¸a˜o das
part´ıculas testes que se encontram na periferia
das gala´xias e´ menor que a0 ≈ 10−8cm/s2. a0 e´
uma constante com dimensa˜o de acelerac¸a˜o. O
MOND prediz que a familiar igualdade entre a
acelerac¸a˜o ~a da part´ıcula teste e o campo New-
toniano ~gN na˜o se mante´m necessariamente [5].
A relac¸a˜o proposta por Milgrom foi:
µ
( |~a|
a0
)
~a = ~gN , (3)
sendo que ~gN = −~∇ΦN e´ o campo gravita-
cional convencional, ΦN e´ o potencial Newto-
niano, e µ e´ uma func¸a˜o que deve obedecer a:
µ(x) ≈ x se x 1, (4)
µ(x) 7−→ 1 se x 1. (5)
Milgrom estimou a0 ≈ 10−8cm/s2 [1]. O valor
foi ajustado para reproduzir a fenomenologia
das curvas planas atrave´s de uma modificac¸a˜o
na gravidade.
Analisando as equac¸o˜es do MOND em seus
respectivos limites, percebe-se que na escala do
sistema solar, onde a acelerac¸a˜o e´ grande com-
parada com a0, a dinaˆmica Newtoniana e´ reen-
contrada, isto e´, ~a = −~∇ΦN (ΦN e´ o potencial
Newtoniano).
A modificac¸a˜o da gravitac¸a˜o Newtoniana
pelo MOND e´ suficiente para reproduzir as
curvas planas de rotac¸a˜o de gala´xias, sem a
necessidade de recorrer a` postulac¸a˜o de uma
componente invis´ıvel de mate´ria permeando
o universo. As modificac¸o˜es imposta pelo
MOND fazem bastante sentido nas escalas onde
as acelerac¸o˜es das part´ıculas testes sa˜o muito
menores do que a0, e isto ocorre principalmente
na regia˜o fora do vis´ıvel, ou seja, ale´m da peri-
feria de gala´xias espirais.
O MOND na˜o e´ uma teoria, mas sim uma
formulac¸a˜o emp´ırica para que uma teoria rela-
tiv´ıstica consistente se reduza a` sua regra no
limite apropriado. O modelo tambe´m esta´ de
acordo com a lei de Tully-Fisher [2], que e´ uma
correlac¸a˜o entre a luminosidade infravermelha
de um disco de gala´xia de massa M e a ve-
locidade de rotac¸a˜o de uma part´ıcula teste de
massa m na regia˜o plana da curva de rotac¸a˜o,
como sera´ mostrado adiante.
Nas escalas em que a acelerac¸a˜o da part´ıcula
|~a| e´ muito menor do que a0, a dinaˆmica e´ mo-
dificada de acordo com as regras do MOND.
Portanto, µ(x) ≈ x, e
µ(x) |~a| = |~gN | ,
|~a|2
a0
≈ GM
r2
.
Ao isolar a acelerac¸a˜o ~a encontra-se [1]:
|~a| =
(
GMa0
r2
)1/2
. (6)
A equac¸a˜o acima define exatamente a ace-
lerac¸a˜o que a part´ıcula (estrela, nuvens de
hidrogeˆnio) deve sofrer ale´m da periferia da
gala´xia. Como a acelerac¸a˜o centr´ıpeta e´ dada
por
(
V 2c /r
)
, enta˜o junto com a Eq.(6) obtemos:
m
V 2c
r
= m
(GMa0)
1/2
r
,
que acarreta imediatamente o resultado:
M =
V 4c
Ga0
. (7)
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Dividindo a Eq.(7) por M encontra-se [5]:
1 =
V 4c
MGa0
.
Multiplica-se os dois lados acima por LH que e´
a luminosidade no infravermelho [1, 5] e, assim,
LH =
LHV
4
c
MGa0
,
que e´ o mesmo que
LH =
V 4c
(M/LH)Ga0
. (8)
E como a raza˜o γ = (M/LH) e´ constante, a
relac¸a˜o de Tully-Fisher (T.F.) e´ encontrada:
LH ∝ V 4. (9)
A incr´ıvel concordaˆncia da Eq.(9) com a lei de
T.F (1) mostra que o modelo barioˆnico obte´m
mais sucesso que o de mate´ria escura [3].
Por outro lado, agrupamentos de gala´xias
parec¸em possuir 2 vezes, ou mais, a quantidade
de mate´ria que a observada em qualquer forma
(gases quentes que emitem raio X e gala´xias
do aglomerado) [3]. Desse ponto de vista, o
MOND apenas melhorou o problema da massa
faltante, deve existir uma quantidade ainda na˜o
detectada, seja na forma de ba´rions, dificil-
mente observados por equipamentos o´ticos, ou
na forma de neutrinos massivos.
Para os casos em que a acelerac¸a˜o sofrida
pela part´ıcula for muito menor do que a0, isto
e´, ale´m da periferia da gala´xia tem-se:
|~g|2
a0
= |~gN | . (10)
Logo, pela Eq.(6) conseguimos:
|~g| = (MGa0)
1/2
r
. (11)
Utilizando a relac¸a˜o ~∇Φ = −~g e a equac¸a˜o
acima, obte´m-se o potencial gravitacional mo-
dificado para regio˜es de baixa acelerac¸a˜o. Para
isto basta uma pequena integrac¸a˜o, e o resulta-
do e´ um potencial logar´ıtimico que predomina
na regia˜o plana da curva de rotac¸a˜o,
Φ(r) = (MGa0)
1/2 ln(
r
r0
). (12)
Como o MOND na˜o e´ derivado de la-
grangeano, as leis de conservac¸a˜o na˜o sa˜o res-
peitadas. Percebe-se que a Eq.(3) na˜o pode
ser verdadeira, pois a partir dela na˜o ha´ con-
servac¸a˜o do momento linear, angular e da
energia. Outro problema e´ que o princ´ıpio
de equivaleˆncia fraco na˜o e´ verificado [3, 5].
Tambe´m a dinaˆmica interna de um sistema em
queda livre na presenc¸a de um campo cons-
tante e´ diferente da dinaˆmica interna deste
mesmo sistema na auseˆncia de campo externo.
Claramente, isto corresponde a uma violac¸a˜o
do princ´ıpio de equivaleˆncia forte.
Um problema oriundo do postulado da
mate´ria escura e´ a falta de sintonia com a lei
de Tully-Fisher que e´ considerada bastante pre-
cisa. O motivo e´ que a luminosidade e´ prove-
niente da mate´ria vis´ıvel, e a velocidade na
regia˜o plana e´ mais fixada pelo halo, enta˜o a
lei de Tully-Fisher requer um ajuste fino en-
tre os paraˆmetros do halo (como velocidade de
dispersa˜o) e os paraˆmetros do disco vis´ıvel [1].
Outra questa˜o fundamental e´ a origem da
constante a0, para isso Milgrom argumentou,
“It is roughly the acceleration
that will take an object from rest
to the speed of light in the lifetime
of the universe. It is also of the
order of the recently discovered ac-
celeration of the universe” [6].
O fato e´ que ela separa dois regimes (o limite
MOND do limite da segunda lei de Newton) e
duas regio˜es f´ısicas (a regia˜o dentro do vis´ıvel
e a regia˜o fora do vis´ıvel da gala´xia) que coin-
cidem entre si.
Em conclusa˜o, a hipo´tese da validade da
dinaˆmica Newtoniana em todas as escalas im-
plica necessariamente na existeˆncia de uma
grande quantidade de mate´ria escura, uma
quantidade nunca detectada. Por outro lado,
uma modificac¸a˜o na gravitac¸a˜o pode explicar
as curvas planas de rotac¸a˜o de gala´xias elimi-
nando naturalmente a necessidade de se recor-
rer a`quilo que na˜o se mede e na˜o se veˆ.
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IV. TEORIAS DA FAMI´LIA MOND
A. AQUAL
Como foi mencionado anteriormente o
MOND na sua forma inicial e´ uma formulac¸a˜o
emp´ırica que na˜o esta´ conectada com nenhuma
outra a´rea da F´ısica e, por isso precisa de uma
formulac¸a˜o mais abrangente. O primeiro passo
foi criar um modelo equivalente ao MOND,
pore´m derivado de lagrangeano, modelo que fi-
cou conecido com AQUAL (A QUAdratic La-
grangian). O seu lagrangeano e´ dado por [5]:
L = − a
2
0
8piG
f˜(
a2
a20
)− ρΦ, (13)
onde Φ e´ o verdadeiro potencial, ~a = −~∇Φ e´
a acelerac¸a˜o sofrida pela part´ıcula teste, e ρ e´
a densidade da mate´ria total. A partir (13)
encontra-se a equac¸a˜o de Poisson modificada,
~∇
µ˜

∣∣∣~∇Φ∣∣∣
a0
 ~∇Φ
 = 4piGρ, (14)
como tambe´m,
µ˜(
√
y) = df˜(y)/dy. (15)
A regra e´ f˜(y) 7→ y se y  1, e f˜(y) 7→ 23y3/2
se y  1. O AQUAL, ao contra´rio do MOND,
respeita o princ´ıpio de equivaleˆncia fraco. Em
conclusa˜o, o AQUAL cura os problemas de na˜o
conservac¸a˜o do MOND. O MOND pode ser
visto como uma aproximac¸a˜o do AQUAL.
B. RAQUAL
RAQUAL e´ a versa˜o relativ´ıstica do
AQUAL. Naturalmente o RAQUAL e´ derivado
de um lagrangeano, e sua forma e´:
Lφ = − a
2
0
8piG
f
(
gαβφ,αφ,β
a20
)
. (16)
A partir da variac¸a˜o em φ encontra-se[
µ
(
gαβφ,αφ,β
a20
)
gµνφ,ν
]
;µ
= −4piGg˜αβT˜αβ,
onde µ(y) = (df(y)/dy). No caso de campos
fracos da relatividade geral, quando na˜o ha´ pos-
siblidade de produc¸a˜o de velocidades pro´ximas
a` velocidade da luz a me´trica torna-se:
g00 = −(1 + 2ΦN ). (17)
No RAQUAL a previsa˜o no mesmo limite e´
dado pela me´trica f´ısica abaixo,
g˜00 ≈ − (1 + 2ΦN + 2φ) . (18)
Neste caso, o novo potencial e´ Φ = ΦN + φ, e
o campo escalar desempenha o papel do po-
tencial gravitacional da suposta mate´ria es-
cura. Todavia, carrega se´rios problemas, como
a propagac¸a˜o superluminal do campo φ.
C. PCG
PCG e´ a teoria que sucede o RAQUAL.
Bekenstein sugeriu uma nova teoria envolvendo
dois campos escalares que ficou conhecida como
PCG (Phase Coupling Gravity).
Neste formalismo surge um campo escalar
complexo dado por χ = qeiφ onde q e φ sa˜o
dois campos escalares. O primeiro representa
a amplitude e o segundo a fase do campo es-
calar χ. A teoria recebe este nome em raza˜o
que a mate´ria acopla a fase do campo escalar
complexo.
A transformac¸a˜o conforme g˜αβ = e
2φgαβ e´
mantida, com φ sendo a fase do χ que aparece.
A ac¸a˜o proposta para este campo e´,
Sχ = −1
2
∫
(gαβχ,αχ,β + V (χ
∗χ))
√−g d4x.
O potencial V (χ∗χ) representa a autointerac¸a˜o
do campo escalar complexo. Em termos dos
campos q e φ a ac¸a˜o acima e´ escrita,
Sq,φ = −1
2
∫ [
q,αq
,β + q2φ,αφ
α + V (q2)
]
×
×√−g d4x. (19)
Por fim, citamos que no caso da precessa˜o do
perie´lio do Mercu´rio a teoria esta´ em conflito
com a observac¸a˜o. Em resumo, a teoria e´ falha.
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V. TeVeS
A u´ltima teoria da famı´lia MOND e a mais
bem sucedida e´ denominada TeVeS que sig-
nifica Tensor Vector Scalar, pois possui campos
gravitacionais nestas treˆs formas. Seu objetivo
principal e´,
1) explicar as observadas curvas de rotac¸a˜o
de gala´xias sem invocar a presenc¸a de
mate´ria escura,
2) explicar as lentes gravitacionais e os
fortes desvio da luz sem ter que apelar
para a mate´ria escura.
Nesta teoria, seu limite na˜o-relativ´ıstico com
acelerac¸o˜es muito menores do que a0 conduz ao
MOND, enquanto no seu limite na˜o-relativ´ısti-
co com grandes acelerac¸o˜es em relac¸a˜o a a0, a
dina˜mica Newtoniana e´ recuperada. A teoria
possui treˆs constantes importantes: l com di-
mensa˜o de comprimento, e mais duas positivas
e adimensionais, k e K.
Os pontos fortes do modelo sa˜o:
A) o TeVeS passa pelos testes usuais do sis-
tema solar,
B) prediz o desvio da luz de acordo com
o observado sem requerer a presenc¸a da
mate´ria escura em volta da a gala´xia,
C) na˜o exibe propagac¸a˜o superluminal e,
D) fornece um formalismo espec´ıfico para a
construc¸a˜o de modelos cosmolo´gicos.
O TeVeS e´ baseado em quatro campos gravita-
cionais, sendo um tensorial, um vetorial e dois
escalares descritos como segue,
1) a me´trica de Einstein gµν , bem como sua
inversa gµν .
2) um campo quadrivetor tipo tempo Uµ
sujeito a` condic¸a˜o:
gαβUαUβ = −1. (20)
3) um campo escalar dinaˆmico φ adimen-
sional.
4) e, finalmente, um campo escalar na˜o
dinaˆmico σ com dimensa˜o igual a` de(
1/G1/2
)
.
A me´trica f´ısica do TeVeS esta´ relacionada
a` metrica de Einstein atrave´s de uma trans-
formac¸a˜o disforme,
g˜αβ = e
−2φ(gαβ + UαUβ)− e2φUαUβ. (21)
VI. TEORIAS COM
TRANSFORMACA˜O DISFORME
A fim de resolver o problema do desvio da
luz foi sugerido substituir a transformac¸a˜o con-
forme,
g˜αβ = e
−2ψgαβ, (22)
pela disforme,
g˜αβ = e
−2ψ(Agαβ +BL2ψ,αψ,β). (23)
onde A, B sa˜o func¸o˜es do invariante gµνψ,µψ,ν ,
e L e´ uma constante.
Neste caso a direc¸a˜o do espaco tempo coli-
near com ψ,α e´ comprimida diferentemente nas
quatro direc¸o˜es, por isso, a forma da me´trica e´
distorcida. No entanto, foi visto que se insis-
tirmos na propagac¸a˜o causal, que consiste na
velocidade da luz ser maior do que a das ondas
gravitacionais (perturbac¸a˜o da me´trica gαβ), o
sinal requerido para B deve ser o oposto do de-
sejado para aumentar o desvio da luz. Para que
o desvio da luz aumente, B deve ser positivo [7],
pore´m surge o problema de causalidade, que
para ser evitado exige um B negativo [7].
Uma maneira de sair do impasse consiste
em trocar os termos ψ,αψ,β por UαUβ na Eq.
(23), onde Uα e´ um quadrivetor constante que
aponta para o tempo [7].
A introduc¸a˜o do campo vetorial Uα faz o
truque [7]: o MOND e´ recuperado e o desvio
da luz e´ aumentado para as corretas proporc¸o˜es
mesmo para um B negativo [7] evitando os
problemas de causalidade [1]. Esta nova trans-
formac¸a˜o disforme e´ responsa´vel pelo desvio
extra da luz, em acordo com as observac¸o˜es,
sem invocar a presenc¸a de mate´ria escura ao
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contra´rio das teorias predecessoras que falha-
ram neste intuito.
A me´trica f´ısica da teoria estratificada de
Sanders tem a forma,
g˜αβ = e
−2ψgαβ − 2UαUβ sinh(2ψ). (24)
Esta teoria de gravitac¸a˜o estratificada se com-
porta bem quando confrontada com testes do
sistema solar. Todavia, a teoria precisa de
um referencial priorita´rio [1, 5, 7], enta˜o ela
pode ser covariante enquanto que uma teoria
aceita´vel necessita ser covariante.
A. Fundamentos do TeVeS
A) Ac¸o˜es
Nesta teoria existem 4 ac¸o˜es que sera˜o discuti-
das. A primeira e´ devido a parte geome´trica e
e´ ideˆntica a` ac¸a˜o da relatividade geral:
Sg = (16piG)
−1
∫
gαβRαβ(−g)1/2d4x. (25)
O termo g e´ o determinante de gαβ que e´ a
me´trica no referencial de Einstein.
A segunda ac¸a˜o e´ devida aos campos es-
calares,
Ss = −1
2
∫ [
σ2hαβφ,αφ,β
+
1
2
Gl−2σ4F (kGσ2)
]
(−g)1/2d4x , (26)
onde o termo
hαβ = gαβ − UαUβ ,
e´ introduzido para eliminar a propagac¸a˜o su-
perluminal do campo φ [1, 7] devida a presenc¸a
do campo vetorial [1], sob a condic¸a˜o φ > 0. F
e´ uma func¸a˜o adimensional livre [1].
Ale´m do mais, dois paraˆmetros constantes
sa˜o introduzidos: k que na˜o tem dimensa˜o, e l
que tem dimensa˜o de comprimento.
O termo σ2UαUβφ,αφ,β foi inclu´ıdo na ac¸a˜o
escalar para impedir a propagac¸a˜o superlumi-
nal do campo φ [1]. A propagac¸a˜o superluminal
era um dos grandes problemas que assolava o
RAQUAL.
A terceira ac¸a˜o esta´ ligada ao campo veto-
rial Uα:
Sv = − K
32piG
∫ [
gαβgµνU[α,µ]U[β,µ] − (
2λ
K
) ×
× (gµνUµUν + 1)
]
(−g)1/2d4x. (27)
O par de ı´ndices entre colchetes e´ devido a an-
tissimetrizac¸a˜o,
U[α,µ] = Uα;µ − Uµ;α. (28)
O novo paraˆmetro K introduzido e´ uma cons-
tante de acoplamento adimensional desde que
Uα tambe´m seja adimensional. λ e´ um mul-
tiplicador de Lagrange dependente do espac¸o-
tempo para forc¸ar a normalizac¸a˜o [7] do campo
Uα, e que e´ determinada assim que as equac¸o˜es
sa˜o resolvidas. A variac¸a˜o em λ da´ justamente
a relac¸a˜o gαβUαUβ = −1 mencionada anterior-
mente. Resumindo:
 F = func¸a˜o sem dimensa˜o,
 φ = campo escalar dinaˆmico sem di-
mensa˜o,
 σ2 = campo escalar na˜o dinaˆmico com
dimensa˜o do inverso da constante gravi-
tacional newtoniana,
 Uα = campo vetorial sem dimensa˜o,
 λ e´ o multiplicador de Lagrange que de-
pende do espaco-tempo,
 k = constante sem dimensa˜o,
 K = constante de acoplamento sem di-
mensa˜o,
 l = constante com dimensa˜o de compri-
mento.
A quarta e u´ltima ac¸a˜o e´ a da mate´ria:
Sm =
∫
L(g˜µν)(−g˜)1/2d4x. (29)
E´ importante conhecer a relac¸a˜o entre g˜ (de-
terminante de g˜αβ) e g (determinante de gαβ ).
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Para isto multiplicamos a me´trica f´ısica pela de
Einstein,
g˜µνgνα = [e
2φgµν + 2gαµgβνUαUβ sinh(2φ)]gνµ
= δµαe
2φ + 2UµUα(
e2φ − e−2φ
2
)
= e2φ[δµα + U
µUα(1− e−4φ)], (30)
enta˜o como Uα so´ tem componente temporal,
a relac¸a˜o do determinante de g˜ e g e´
g˜−1g = det[e2φI + e2φU0U0(1− e−4φ)], (31)
onde I e´ a matriz unita´ria. Apo´s algumas ma-
nipulac¸o˜es encontramos,√
−g˜ = e−2φ√−g. (32)
B1) EQUACA˜O DE EINSTEIN
MODIFICADA
Para se encontrar a equac¸a˜o de Einstein modi-
ficada no referencial de Einstein deve-se fazer
a variac¸a˜o em gαβ. O resultado final e´:
Gαβ = 8piG
[
T˜αβ + ταβ
+ (1− e−4φ)UµT˜µ(αUβ)
]
+ θαβ, (33)
onde
ταβ ≡ σ2
[
φ,αφ,β − 1
2
gµνφ,µφ,νgαβ
− Uµφ,µ
(
U(αφ,β) −
1
2
Uνφ,νgαβ
)]
− 1
4
Gl−2σ4F (kGσ2)gαβ, (34)
θαβ ≡ K
(
gµνU[µ,β]U[ν,β]
− 1
4
gστgµνU[σ,µ]U[τ,ν]gαβ
)
− λUαUβ.
(35)
B2) EQUACA˜O DO CAMPO ESCALAR σ
A equac¸a˜o de σ pode ser escrita de forma
mais compacta e pra´tica a partir de uma re-
definic¸a˜o de varia´vel como e´ feito abaixo:
− µF (µ)− 1
2
µ2F ′(µ) = y, (36)
com a identidade
µ = kGσ2, (37)
e µ = µ(kl2hαβφ,αφ,β). O termo h
αβ e´ definido
por,
hαβ = gαβ − UαUβ. (38)
Finalmente, a varia´vel y e´,
y = kl2hαβφ,αφ,β. (39)
B3 - EQUAC¸A˜O DO CAMPO ESCALAR φ
A partir deste campo escalar alcanc¸amos[
µhαβφ,α
]
;β
= kG
[
gαβ + (1 + e−4φ)uαUβ
]
T˜αβ. (40)
O tensor momento energia e´ dado por [1]
T˜αβ = ρ˜u˜αu˜β + p˜(g˜αβ + u˜αu˜β), (41)
onde ρ˜ e´ a densidade de energia pro´pria, p˜ e´ a
pressa˜o, e u˜α e´ a quadrivelocidade [1]. A teoria
tambe´m preveˆ a relac¸a˜o abaixo
u˜α = e
φUα. (42)
Usando (42) e (41) surge a relac¸a˜o:
T˜αβ = ρ˜
(
eφUα
)(
eφUβ
)
+ p˜e−2φ (gαβ + UαUβ) . (43)
Unindo a condic¸a˜o (40) e (41) encontra-se:[
µhαβφ,α
]
;β
= kG
[
gαβ + (1 + e−4φ)uαUβ
]
×
× [ρ˜u˜αu˜β + p˜ (g˜αβ + u˜αu˜β)] .
(44)
Por (42), de gαβUαUβ = −1 e (44), a equac¸a˜o
do campo φ (40) e´ reescrita na forma,[
µhαβφ,α
]
;β
= kG [ρ˜+ 3p˜] e−2φ. (45)
Esta equac¸a˜o e´ de uso tanto para sistemas
quase esta´ticos quanto para cosmologia [1].
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B4) EQUACA˜O DO CAMPO VETORIAL Uα
Fazendo a variac¸a˜o em Uα surge a equac¸a˜o
KU
[α;β]
;β + λU
α + 8piGσ2Uβφ,βg
αγφ,γ
= 8piG(1− e−4φ)gαµUβT˜µβ. (46)
λ e´ o multiplicador de Lagrange e e´ determi-
nado assim que as equac¸o˜es sa˜o resolvidas [7].
Uma das razo˜es para acreditar que o TeVeS
e´ uma teoria consistente, e´ mostrando que em
pequenas escalas como a do sistema solar, ela se
comporta da mesma maneira que a relatividade
geral. A teoria possui treˆs paraˆmetros: k, l
e K, e no limite em que k 7→ 0, l ∝ k−3/2,
K ∝ k e l 7→ ∞ a teoria se funde naturalmente
a` relatividade geral para qualquer forma de F
desde que se faca uma troca de varia´veis φ 7→
φ∗ ≡ lφ, σ 7→ σ∗ ≡
√
kσ. Assim, quando l 7→
∞, a ac¸a˜o escalar desaparece e φ∗ desacopla
da teoria [1]. Quando K 7→ 0 a ac¸a˜o vetorial
Sv desaparece, e tambe´m λ 7→ 0 [1, 5]. Enta˜o
a equac¸a˜o de Einstein modificada se reduz na
relatividade geral [1], e a me´trica f´ısica se torna
ideˆntica a` me´trica de Einstein [1, 5].
B. Referencial de Einstein e Jordan
No referencial de Einstein o campo escalar
interage explicitamente com a mate´ria [1], e
as trajeto´rias das part´ıculas na˜o sa˜o geode´sica
da me´trica de Einstein. Tambe´m a constante
gravitacional G permanece constante [8], en-
quanto que as massas das part´ıculas variam.
O tensor momento energia da mate´ria na˜o ne-
cessariamente se conserva, e e´ o tensor mo-
mento energia efetivo que se conserva: Gαβ;β =
8piGT efαβ;β = 0. E´ neste referencial que o TeVeS
foi formulado.
De forma alternativa a ac¸a˜o e´ descrita no
referencial de Jordan no qual a interac¸a˜o es-
calar e´ absorvida pela transformac¸a˜o conforme
da me´trica, e as trajeto´rias das part´ıculas sa˜o
geode´sicas da nova me´trica. Neste referencial
os campos na˜o interagem com a mate´ria, e
o tensor momento energia da mate´ria sempre
se conserva: Tαβm;β = 0 [8]. Aqui o campo
escalar acopla a` gravidade [1]. Tambe´m a
‘constante gravitacional’ na˜o e´ constante e,
portanto, varia, enquanto que as massas das
part´ıculas sa˜o constantes [8]. Segundo a re-
fereˆncia [9], a equivaleˆncia matema´tica entre
os dois referencias na˜o implica necessariamente
em equivaleˆncia f´ısica.
Uma teoria relativ´ıstica pode ser descrita de
duas maneiras diferentes. Uma usando o refe-
rencial de Jordan e outra usando o referencial
de Einstein. Segundo [1–3] o referencial de Jor-
dan e´ aquele cujas grandezas possuem signifi-
cado f´ısico e na˜o matema´tico. Desta maneira,
a me´trica pode ser escrita tanto em um refe-
rencial quanto em outro.
A relac¸a˜o entre a me´trica no referencial
de Jordan g˜αβ e a de Einstein gαβ e´ feita
atrave´s de uma relac¸a˜o que e´ denominada
transformac¸a˜o conforme. Nesta transformac¸a˜o,
as duas me´tricas esta˜o ligadas por uma func¸a˜o
do campo escalar φ:
g˜αβ = e
2φgαβ. (47)
Isto significa que o espaco-tempo foi localmente
esticado isotropicamente em todas direc¸o˜es
com respeito a gαβ. A trajeto´ria da part´ıcula e´
geode´sica quando escrita na me´trica de Jordan
e na˜o-geode´sica quando escrita na me´trica de
Einstein. O observa´vel e´ justamente a me´trica
de Jordan [3, 7], isto e´, aquela usada para fazer
medic¸o˜es a partir de relo´gios e re´guas.
Se g˜αβ = gαβ, vale o princ´ıpio de
equivaleˆncia forte. Pore´m, na˜o ha´ experimento
que verifique tal igualdade, e o princ´ıpio de
equivaleˆncia forte so´ tem algum suporte ao
n´ıvel do sistema solar. A grandes distaˆncias,
a validade do princ´ıpio de equivaleˆncia forte
e´ questiona´vel. Para a relatividade geral
tanto o princ´ıpio de equivaleˆncia fraco como
o forte e´ satisfeito, pore´m somente o princ´ıpio
de equivaleˆncia fraco e´ que e´ sustentado por
muitos experimentos. Estes experimentos sa˜o
evidentes somente para g˜αβ 6= gαβ como acon-
tece em largas escalas.
C. Equac¸o˜es Cosmolo´gicas do TeVeS
Vamos reescrever as equac¸o˜es de campo e de
Einstein modificada para o caso cosmolo´gico,
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na qual as varia´veis dependem do tempo, mas
na˜o das coordenadas espaciais ja´ que o uni-
verso e´ homogeˆneo e isotro´pico em larga es-
calas. Neste caso, o campo vetorial e´,
Uα = δαt . (48)
A me´trica usada e´ a de Robertson-Walker, pois
o universo e´ homogeˆno e isotro´pico,
ds2 = gαβdx
αdxβ
= −dt2 + a(t)2 [dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)] .
(49)
Esta e´ a me´trica no referencial de Einstein. Por
outro lado, observando que
˜gαβ = e
−2φgαβ − 2UαUβ sinh(2φ), (50)
podemos calcular a me´trica f´ısica, ou seja,
aquela formada por grandezas que realmente
podemos medir. Como Uα = δαt , enta˜o pela
relac¸a˜o (50) temos:
g˜00 = −e2φ, (51)
g˜ii = a
2e−2φ. (52)
A partir de (51) e (52) a me´trica f´ısica toma a
forma,
ds˜2 = g˜αβdx
αdxβ = −(eφdt)2
+ (e−φa(t))2
[
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)
]
= −dt˜2 + a˜(t˜)2 [dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)] .
(53)
Portanto, por (51), (52) e (53) surgem as im-
portantes relac¸o˜es
dt˜ = eφdt, a˜(t˜) = e−φa(t). (54)
Embora estejamos trabalhando no referencial
de Einstein e utilizando as varia´veis a e t,
elas na˜o possuem nenhum significado f´ısico
[2]. O pro´ximo passo consiste em encontrar as
equac¸o˜es cosmolo´gicas. Ao multiplicar (41) por
Uα resulta,
UαT˜αβ = ρ˜U
βu˜βu˜α + p˜e
−2φ
[
gαβU
β
+ UβUβUα
]
. (55)
Utilizando a relac¸a˜o gαβUαUβ = −1, a equac¸a˜o
acima pode ser escrita como,
UβT˜αβ = ρ˜U
β
(
eφUβ
)
u˜α. (56)
E uma vez que u˜β = e
φUβ [1], enta˜o,
UβT˜αβ = −ρ˜e2φUα. (57)
Ao unir (57) com (46) e adotar Uα = δαt
alcanc¸amos a equac¸a˜o cosmolo´gica geral do
campo vetorial Uα,
λ = 8piG
[
σ2φ˙2 − 2ρ˜ sinh(2φ)
]
. (58)
A partir de (33) e usando (58) para eliminar λ,
encontramos a equac¸a˜o de Einstein modificada
para a componente temporal:
a˙2
a2
=
8piG
3
ρ˜e−2φ +
8piG
3
σ2φ˙2 +
2pi
3
µ2F (µ)
k2l2
,
(59)
ou, de forma equivalente,
a˙2
a2
=
8piGρ˜e−2φ
3
+
4pi
3k2l2
[
−yµ+ µ
2Fµ
2
]
.(60)
Para a componente espacial temos:
2
a¨
a
+
a˙2
a2
= 8piG
[
−p˜e−2φ − φ˙2σ2
+
Gσ4F (kGσ2)
4l2
]
. (61)
Por (36) encontramos a equac¸a˜o cosmolo´gica
do campo escalar σ, onde µ = kGσ2:
2kl2φ˙2 = µF (µ) +
1
2
µ2F ′(µ). (62)
Por u´ltimo (40) fornece a equac¸a˜o cosmolo´gica
do campo φ:
µ˙φ˙+ 3
a˙
a
µφ˙+ µφ¨ = −kGe
−2φ
2
[ρ˜+ 3p˜]. (63)
A Eq. (59) pode ser reescrita com o aux´ılio de
µ = kGσ2 e se torna
3
a˙2
a2
= 8piG
[
ρ˜e−2φ +
µ
kG
φ˙2 +
µ2F (µ)
4Gk2l2
]
, (64)
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onde a densidade de energia efetiva e´,
ρef = ρ˜e
−2φ +
µ
kG
φ˙2 +
µ2F (µ)
4Gk2l2
, (65)
que leva a` equac¸a˜o,
a˙2
a2
=
8piG
3
ρef . (66)
A componente espacial da equac¸a˜o de Einstein
modificada (61) pode ser reescrita:
2a¨
a
+
a˙2
a2
= −8piG
[
p˜e−2φ +
φ˙2µ
kG
− µ
2F (µ)
4l2k2G
]
.
(67)
Portanto, para a pressa˜o efetiva conseguimos,
pef = p˜ exp[−2φ] + µ
kG
φ˙2 − µ
2
4k2l2G
F (µ).
(68)
Assim, (67) em (68) nos leva a
2
a¨
a
+
a˙2
a2
= −8piGpef . (69)
Das equac¸o˜es (43) e (48) obtemos:
T˜00 = ρ˜(e
φU0)(e
φU0) + p˜e
−2φ(g00 + U0U0)
= ρ˜e2φ, (70)
ou ainda, reorganizando,
T˜00 = ρm = ρ˜e
2φ. (71)
Da mesma forma para a componente espacial
do tensor momento energia da mate´ria surge
T˜xx = ρ˜(e
φUx)(e
φUx) + p˜e
−2φ(gxx + UxUx)
= p˜e−2φa2. (72)
Dessa forma, conseguimos,
pm = p˜e
−2φ. (73)
Uma vez que,
ρef = ρm + ρφ, (74)
logo, resulta,
ρφ = ρef − ρm. (75)
Pelas equac¸o˜es (75) e (71) conseguimos a den-
sidade de energia do campo escalar,
ρφ = ρ˜ [exp[−2φ]− exp[2φ]] + µ
kG
φ˙2
+
µ2
4k2l2G
F (µ). (76)
De forma equivalente para a pressa˜o, temos
pef = pm + pφ. (77)
Da Eq. (68) segue a componente pressa˜o
pφ =
µ
kG
φ˙2 − µ
2
4k2l2G
F (µ). (78)
As relac¸o˜es entre pressa˜o e densidade de energia
sa˜o dadas por:
p˜ = wρ˜, (79)
pm = wmρm, (80)
com,
wm = we
−4φ, (81)
e´ dado por (71) e (73). Para o campo escalar,
o paraˆmetro da sua equac¸a˜o de estado e´,
wφ =
pφ
ρφ
. (82)
Conservac¸a˜o da Energia dentro da
Cosmologia
Uma importante relac¸a˜o e´ [2]:
˙˜ρ = 3
(
φ˙− a˙
a
)
(ρ˜+ p˜) . (83)
Por (54) derivada do fator de escala f´ısico
pelo tempo f´ısico
da˜
dt˜
= e−2φ
(
−dφ
dt
a+
da
dt
)
, (84)
que ao ser dividido por a˜(t˜) da´ origem a
H˜ = e−φ
(
−dφ
dt
+H
)
. (85)
A partir de (83), (54) e (85) surge a equac¸a˜o
da conservac¸a˜o da energia no referencial f´ısico
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da componente mate´ria:
dρ˜
dt˜
= −3H˜ (ρ˜+ p˜) . (86)
E´ neste referencial que as varia´veis podem ser
medidas por meio de relo´gios e re´guas [1]. Por
outro lado, no referencial de Einstein,
ρ˙m + 3
a˙
a
(1 + wm) ρm = 5φ˙ρm
− 3w
[(
a˙
a
− φ˙
)
− exp[−4φ] a˙
a
]
ρm,
(87)
ρ˙φ + 3
a˙
a
(ρφ + pφ) = −5φ˙ρm
+ 3w
[(
a˙
a
− φ˙
)
− exp[−4φ] a˙
a
]
ρm.
(88)
Unindo as duas equac¸o˜es acima, surge a impor-
tante relac¸a˜o:
ρ˙ef + 3
a˙
a
(ρef + pef ) = 0. (89)
Ainda que a relac¸a˜o (74) seja fisicamente bem
motivada desde que ρm coincida com a com-
ponente 00 do tensor momento energia da
mate´ria, na˜o parece que exista uma maneira
o´bvia de manusear os resultados dinaˆmicos.
Concluindo, por (87) e (88) percebe-se imedi-
atamente que no referencial de Einstein o ten-
sor momento energia da mate´ria na˜o se con-
serva individualmente como ocorre no referen-
cial f´ısico, isto e´, no referencial de Einstein e´ o
tensor momento energia efetivo T˜αβef que se con-
serva, em pleno acordo com a expressa˜o (89).
VII. DISCUSSO˜ES
A proposta do TeVeS por Bekenstein teve como
objetivo encontrar uma maneira de uma teo-
ria relativ´ıstica se reduzir ao MOND no li-
mite de baixas acelerac¸o˜es sem ter que admi-
tir a existeˆncia de mate´ria escura. Este ob-
jetivo foi parcialmente atingido, visto que em
aglomerado de gala´xias o modelo na˜o e´ ca-
paz de sobreviver sem ter que adicionar um
pouco de mate´ria escura, no entanto as cur-
vas planas de rotac¸a˜o de gala´xisas sa˜o descritas
com grande perfeic¸a˜o e precisa˜o seguindo a
filosofia do MOND. Alem do mais, o modelo
faz predic¸o˜es coerentes ao n´ıvel de sistema so-
lar, preveˆ o desvio da luz corretamente pela
gala´xia levando em conta apenas mate´ria lu-
minosa, na˜o exibe propagac¸a˜o superluminal e
fornece um formalismo competitivo para desen-
volvimento de modelos cosmolo´gicos.
Apesar do TeVeS ser a melhor opc¸a˜o quando
se leva em conta apenas mate´ria luminosa, o
postulado da existeˆncia de mate´ria escura con-
tinua ainda sendo o caminho padra˜o para ex-
plicar as lentes gravitacionais e as curvas planas
de rotac¸a˜o de gala´xias. Postulada inicial-
mente na de´cada de 1930, e depois retomada
de maneira mais se´ria na de´cada de 1970, e´
suposto que sua quantidade no universo seja
de aproximadamente 5 vezes a quantidade de
mate´ria barioˆnica. O modelo e´ dida´tico, mas
quem seria ela? Onde ela esta´? Os MACHO
(Massive Compact Halo Object) compreende-
riam objetos celestes que emitem luz de dif´ıcil
detecc¸a˜o como estrelas de neutrons ou bura-
cos negros? Os WIMPs (Weakly Interacting
Massive Particles) seriam uma segunda possi-
bilidade. Os a´xions, fotinos, axinos, graviti-
nos etc., continuam a fornecer uma lista de
poss´ıveis candidatos que precisam estar associ-
ados a modelos teo´ricos de f´ısica de part´ıcula.
Portanto, tanto o TeVeS quanto o postu-
lado da mate´ria escura representam um desafio
do ponto de vista teo´rico, a diferenc¸a e´ que o
TeVeS ja´ e´ o modelo teo´rico, e o postulado da
mate´ria escura surge primeiro para depois ser
associado a modelos teo´ricos.
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